Desigualdades Geométricas
Douglas de Araujo Smigly

Vamos enunciar e demonstrar algumas desigualdades importantes.

Teorema 1 (Desigualdade das Médias). Sejam aq, as, . .., a, nimeros reais nao negativos.
Entao

e a igualdade ocorre se, e somente se, a1 = as = ... = a,.
Demonstracao: Exercicio. A 4

Teorema 2 (Desigualdade de Weitzenbock). Sejam a, b, c os lados de um tridngulo e A
o valor de sua drea. Entao, a sequinte desigualdade € verdadeira:

a’ + b + 24\/§A
A igualdade ocorre quando o tridngulo € equildtero.

Demonstracao. Seja R o raio da circunferéncia circunscrita ao triangulo. Vamos mostrar
primeiramente que

L1 3
b ¢ RV3

Suponha por absurdo que % + % + % < ﬁg- Como a + b + ¢ < 3R/3, (verifique!), Entio
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<5+5+Z> (a+b+c)<R—\/§~3R\/§:> (5+E+E) (a+b+c)<9

Note que obtemos uma contradicdo, uma vez que a desigualdade MA - MH nos fornece

a+b+c 3 1 1 1
> = -4+ -+= +b+c)>09.
3 _%—1—%—%% (a b c)<a c) =

A 4rea de um triangulo com lados a,b,c e raio da circunferéncia circunscrita R é dada

por:
B abe

T 4R
Utilizando este fato, temos:

1 1 1 b
abc| —+ -+ -] > abc i :>ab+ac+bcz\/gacz>ab—i—ac+b024A\/§
a b ¢ RV3 R

Observe que
(a+b+e)>0=a’>+b+c*—2(ab+ac+bc) > 0= a>+b*+c* > ab+ac+be

Desse modo, concluimos que

A+ 0+ >ab+ac+be>4AV3 = a2 + 02+ A > 4AV3

E obtemos a desigualdade desejada. v



Teorema 3 (Desigualdade de Leibniz). Seja um tridngulo de lados a,b,c, cujo raio da
circunferéncia circunscrita ao tridngulo € R. Entao, vale que

212 2
a®+b"+c
Rttt
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e a tgualdade ocorre se, e somente se, o tridngulo for equildtero.

Demonstracao. A demonstracao da desigualdade segue como consequéncia do seguinte
teorema:

Teorema 4. Em um tridngulo ABC' com lados de medidas a,b, c e circuncentro O, bari-
centro G e circunraiot R, vale a sequinte igualdade:

a’ + b + 2

OG? = R? —
9

Para mostrar isso, vamos utilizar o Teorema de Stewart: se L ¢ um ponto no lado BC' de
um triangulo ABC e AL =1, BL = m, LC = n, entao a(I> + mn) = b*m + ¢*n.
Considere a seguinte figura:

Aplicando o Teorema de Stewart para o triangulo OAA’ para encontrar a medida de OG,
onde A’ é o ponto médio de BC, obtemos:

AA(OG?* + AG - GA') = A'O? - AG + AO* - G A
Como AO = R, AG = %A/ e GA' = ATA/, substituindo:

2 2 1
OG? + Z(AN) = NO? - = + R? - -
Ty 3773

Por outro lado, como (AA’)? = W e A/O? = R? — %, podemos deduzir que

2 2 2y .2
OG%:Q#—5>2+1W—2(%6+Z) a>$

1 Raio da circunferéncia circunscrita



OG? = R2 — W
Desse modo, uma vez que OG > 0, concluimos que
0@ - _ LAV HE g P E
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R —l—g +c

v

Teorema 5 (Desigualdade de Euler). Sejam R e r respectivamente, o raio do circulo
circunscrito e inscrito a um tridngulo. Entao,

R >2r

Demonstracao. Considere um triangulo de area S, semi-perimetro p e lados a, b, ¢ opostos,
respectivamente, aos vértices A, B e C. Aplicando a desigualdade MA-MG para os niimeros
reais positivos p — b e p — ¢, temos que

(p=0)+(p—c)=2+/(p—b)(p—c)

Veja que
( D) + ( ) a+b+c b+a+b+c a—l—c—b+a+b—c
— —C) = — — —_— — C = =a
b b 2 2 2 2
Assim,

a>2y/(p—b)(p—rc)
Procedendo com um raciocinio analago, podemos obter também que
b=>2v/(p—a)(p—rc)
cz22y(p—a)p—1")
Multiplicando-se os lados, esquerdo e direito, destas trés desigualdades obtemos
abc > 8(p —a)(p — b)(p — ¢)

Como a area do triangulo é dada por

S:EQSZPT,

substituindo obtemos:

2

achS(p—a)(p—b)(p—c):>4R528%:>4R5285~S:>4RSZ87”S:>

v

A titulo de curiosidade, segue o enunciado de outras desigualdades, que podem ser pen-
sadas como generalizacoes das relacoes ja demonstradas.



Teorema 6 (Desigualdade de Pedoe). Considere um triangulo com drea S e medidas de
lados a,b, c, e oulro tridngulo, com drea T e medidas de lados x,y, z. Entao,

a®(y* + 2% — 2?) + 03 (22 + 27 — ) + (2 +y* — 2%) > 16ST
A igualdade ocorre se, e somente se, os tridngulos forem semelhantes.

Teorema 7 (Desigualdade de Bottema). Seja ABC um tridngulo com lados de medidas
a = BC,b = CA,c = AB e drea S. Seja XY Z um tridngulo com lados de medidas
r=YZy=72X,2=XY edreaT. Considere P um ponto arbitrdrio no tridngulo ABC.
Entao, € vdlida o desigualdade

AP+ 22—+ 0P (2 + 2 — )+ A (2P +y? - 22

85T
5 +

x-AP+y-BP+2z-CP > \/
Teorema 8 (Desigualdade de Shapiro). Suponhan € N e xy,xs, ..., z, nimeros positivos,
e:

e n ¢é par e menor ou igual a 12, ou

e n é impar e menor ou igual a 23.

Entao, vale que

n
ZT; n
E >
— Tip1 + Tigp 2
onde Tpi1 = X1, Tpio = To.
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